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Abstract. En el articulo que se presenta queremos mostrar como se pueden emplear los mapas conceptuales como herramienta facilitado-
ra que ayude a entender qué contenidos de una materia son necesarias para el estudio de otra distinta. Vamos a comprobar como es posi-
ble, haciendo uso de los mapas conceptuales, relacionar dos disciplinas aparentemente muy diferentes como son las Matematicas y la Eco-
nomia. Para ello hemos desarrollado un ejemplo relacionado con las asignaturas de Matematicas y la Teoria Econdmica, haciendo énfasis
en los aspectos econémicos relacionados directamente con elementos propios de las Mateméticas como pueden ser el Algebra, el Célculo,
la Optimizacion, etc. Las mayores dificultades de la creacion de un mapa de las caracteristicas del que proponemos provienen de la necesi-
dad de conocer en profundidad ambas disciplinas. Cuando esto no es posible se necesita un trabajo en equipo que permita a los especialis-
tas de cada tema ir coordinando y componiendo los conceptos necesarios para elaborar el material conjunto de estudio. No debemos caer
en la trampa de pensar que un mapa definido para explicar el papel de las Matematicas como herramienta para el estudio de la Economia
es algo cerrado y tnico. En cada momento podemos ampliarlo a medida que introducimos nuevos conceptos de la Teoria Economica que
requieren de nuevas herramientas matematicas, las cuales se van incorporando hasta alcanzar la configuracion dptima del mapa conceptual.

1 Introduccion

Actualmente los mapas conceptuales desempefian un papel de importancia indiscutible como herramienta para el
estudio y la adquisicion de conocimientos en cualquier disciplina [Ballesteros, A.]. No en vano cada vez es mayor el
numero de docentes que lo emplean incorporandolos con naturalidad en el desarrollo de todo tipo de materias [On-
toria, A.]. Con este trabajo queremos poner de manifiesto un nuevo enfoque que demuestre la utilidad que tienen los
mapas a la hora de conectar dos disciplinas bien diferenciadas. En el presente articulo vamos a comprobar cémo es
posible, haciendo uso de los mapas conceptuales, relacionar dos disciplinas como son las Matematicas y la Economia,
destinada la primera a servir de herramienta de soporte para el estudio y compresion de la segunda. El enfoque que
proponemos hace uso de los mapas de conceptos para mostrar como es posible justificar los contenidos matematicos
necesarios para la comprension de la Teoria Economica.

Las Matematicas son una de las materias que se emplean mas frecuentemente a la hora de emprender estudios en
distintas disciplinas o ramas de conocimiento. Los contenidos relacionados con el Calculo o el Algebra son los méas
habituales. En otras ocasiones los conceptos mas necesarios son los relativos a las aplicaciones estadisticas. Asi, por
ejemplo, vemos como las Matematicas son necesarias en el estudio de las ingenierias, en las licenciaturas o en los
nuevos estudios de grado como pueden ser Fisica o Quimica. También hemos de incluirlas, aunque con contenidos
diferentes, en los programas de estudios relacionados con la Economia o la Administracion y Direccion de Empresas
[Antomil, J.]. Tanto en los estudios de corte puramente cientifico como en estos casos se trabaja habitualmente con
Algebra, Calculo y Estadistica. En otros estudios relacionados con las ciencias de la salud como pueden ser Medicina
o Psicologia, la presencia de las matematicas se centra casi en exclusiva a los temas de Estadistica.

Por consiguiente vemos que hay que hacer una primera segmentacion en cuanto a los temas de Matematicas nece-
sarios en cada caso. Por otra parte, el hecho de tener que incluir asignaturas de Calculo para grados como Medicina o
Economia, no quiere decir que estos vayan a tener los mismos contenidos en una titulacién que en otra. Es por ello que
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en cada disciplina se debe crear un mapa motivador de contenidos adecuado a la propia disciplina. Por consiguiente
en cada caso se debe desarrollar un mapa en el cual, a partir de los conocimientos que el estudiante debe adquirir, se
van introduciendo los contenidos matematicos que va necesitando. De esta forma daremos respuesta a la pregunta
que, con frecuencia, plantean los estudiantes sobre ;qué Matematicas tengo que saber y para qué me van a servir? Los
programas de matematicas en los estudios en Economia o Administracion y Direccion de Empresas incluyen temas
de Calculo y Algebra [Sydsaeter, k.]

Con el proposito de ilustrar esta funcionalidad de los mapas conceptuales con un caso practico hemos elegido un
ejemplo sencillo sobre métodos fundamentales de Economia Matematica relacionado con los estudios de Economia
y Administracion de Empresas [Chiang, A.]. Al mismo se pueden ir afadiendo nuevas restricciones y elevando el
grado de dificultad. De esta forma, con el incremento de conceptos econdmicos, se iran incluyendo nuevos contenidos
matematicos.

2 Las matematicas de los precios del mercado

Si consideramos los Modelos Econémicos como modelos matematicos, se emplea un conjunto de ecuaciones que
describen la estructura del modelo. Estas ecuaciones se obtienen cuando se establecen las relaciones pertinentes entre
las distintas variables del modelo. Si llegados a este punto aplicamos las operaciones matematicas convenientes a las
ecuaciones, podemos intentar deducir un conjunto de conclusiones como resultado de nuestras hipotesis iniciales.

Una ecuacion, por definicion, identifica dos expresiones que tienen exactamente el mismo significado. Cuando
una ecuacion refleja la manera en que una variable responde a los cambios producidos en otras se denomina ecuacion
de comportamiento. En otras ocasiones las ecuaciones describen el prerrequisito para conseguir un equilibrio. Son las
condiciones de equilibrio.

En cualquier caso la construccion de dichos modelos conlleva la eleccion de determinadas variables, ya que seria
imposible tener en cuenta todos los factores que realmente intervienen. Cuando se construye un modelo y se dice
que esta en equilibrio se pone de manifiesto la falta de tendencia al cambio del mismo, salvo que se modifiquen las
variables o las interrelaciones de estas en el modelo; por ello se le llama equilibrio estatico. El problema tipico en esta
situacion es hallar el conjunto de valores de las variables endoégenas que cumpliran la condicion de equilibrio del mo-
delo. Podemos ilustrar esto con un “modelo de equilibrio parcial de mercado”, es decir, un modelo de determinacion
del precio en un mercado aislado.

Hasta aqui acabamos de introducir los primeros conceptos matematicos que seran necesarios en los estudios de

Economia: son los conceptos de variable, igualdad y ecuacion. A partir de ellos podemos empezar a desarrollar el
mapa de conceptos matematicos que se muestra en la Figura 1.

N

Pueden ser Proporcionan

(Independientes || Dependientes

Clasificamos \
Definida en Definida en /

Pueden ser
Multiformes
I Dominio -
Recorrido
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Seguidamente vamos a establecer nuestro problema econdmico, es decir vamos a construir nuestro modelo. Lo
primero que hemos de hacer es elegir las variables. En una primera aproximacion consideramos un mercado con un

unico bien. Denotamos por O, la cantidad de bien demandada, por O, la cantidad ofertada y el precio del bien.
Una vez elegidas las variables hemos de elaborar las hipotesis del modelo. Resulta evidente considerar como primera

hipétesis que se alcanza el equilibrio en el mercadosi () _ Q — () - Esta va a ser nuestra condicion de equilibrio. En
L. . d S. . L.
nuestro mapa de conceptos matematicos, esto equivale a defmir las ecuaciones que recogen las hipotesis propuestas.

A continuacion nos planteamos como determinar los valores de O y Os . Para ello vamos a suponer que se trata
de un modelo lineal, es decir, las cantidades ofertadas y demandas son funciones lineales del precio (decreciente en el
caso de la demanda y creciente en el caso de la oferta). En notacion matematica podemos expresar estas condiciones

como sigue: Qa‘ — Q.s'
Q,=a—bP con a,b>0

Q. =—c+dP con c¢,d>0

siendo a, b, ¢ y d los parametros del modelo.Nuestro mapa se va conformando como se muestra en la Figura 2. El
disefio de mapa que proponemos consta de dos partes bien diferenciadas. Por una parte hemos ido desarrollando los
contenidos propios de la disciplina (Economia) que aparecen en objetos rectangulares. Los contenidos matematicos
que vamos necesitando se introducen como objetos circulares. Los enlaces en negrita conectan ambos mapas:
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Figura 2. Matematicas para determinar los precios de Mercado
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Estamos introduciendo ahora el concepto de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. La resolucion se lleva
a cabo usado distintas técnicas, y dada la sencillez del modelo es posible que lo tnico que necesitemos sean los mé-
todos de sustitucion, igualacion o reduccion o, inclusive, el método grafico. Todos ellos se recogen en el mapa de la
[lustracion 3 que se anida en nuestro mapa general.

Una vez seleccionadas las variables y definido el modelo subyacente al problema, el siguiente paso es obtener
los valores de  0,. 0,y P que denotaremos por O;. 0.y P . Como <% =2. podemos reescribir ~ 0,=0,=0 con lo que
el modelo nos quedaria

Q=a-bP
Q=——c+dP

Igualando y despejando llegamos a

Que es la solucion de nuestro modelo. En ella hemos utilizado el método de igualacion, pero se puede compro-
bar que es facil resolver este tipo de ejercicios usando el método grafico, motivo por el que se incluyen ambos en el
mapa de la Figura 3.
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Figura 3. Mapa de conceptos sobre Sistemas de Ecuaciones

Una vez resuelta esta primera formulacion de nuestro modelo podemos llevar a cabo un cambio en las hipotesis
del mismo y suponer que, por ejemplo, la cantidad demandada es una funcion cuadratica del precio en lugar de una
funcidn lineal. Esto nos llevaria a introducir distintos métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones. Anadimos,
por tanto, nuevos conceptos al mapa que reflejen la necesidad de emplear funciones.

En el ejemplo anterior, las soluciones son relativamente sencillas de hallar, pero la realidad nos lleva a incorporar

mas variables (bienes) a nuestro modelo. Es decir vamos, por tanto, a estudiar el equilibrio general. Cada bien llevara
asociado un conjunto de variables y ecuaciones que denotaremos por:

Qd:‘ = Qdi(PlapzaK =Pn)
QS’:’ - Qs:f (H:PQJK :Pn)
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Y las correspondientes condiciones de equilibrio

0,-0s=0
Que podemos reescribir como

0

Qi — 05 = E(B-P,,- F,)

Obtenemos de este modo un sistema de n ecuaciones con n incognitas y hemos de estudiar la existencia de solu-
cion del mismo y, caso de que exista dicha solucion, calcularla. Una parte de este problema en el que se han modifi-
cado las condiciones es comun al que teniamos inicialmente. Es decir, tenemos una primera fase de identificacion de
variables y declaracion de hipdtesis que no necesita nuevos conceptos matematicos. Por ello lo tinico que se modifica
inicialmente en el mapa es la inclusion del Modelo General, que corresponde al mercado con varios bienes, y la ob-
tencion del equilibrio que en este caso se denomina Equilibrio General.

La resolucion de este tipo de problemas comienza a ser mas engorrosa. Por ello inicialmente seguiremos traba-
jando con la hipétesis de linealidad en nuestras ecuaciones, pero aun asi debemos buscar un método apropiado que
nos facilite el trabajo cuando manejamos un sistema grande de ecuaciones simultaneas. Esto lo conseguimos gracias
al algebra matricial. Esta herramienta matemética nos permite escribir los sistemas de ecuaciones de forma compacta
mediante el uso de matrices, probar la existencia de soluciones mediante el estudio de los determinantes y, en su caso,
hallar dichas soluciones. Utilizaremos para ello los métodos de Gauss-Jordan, o el de Cramer.

Por todo lo anterior se hace necesario incluir un bloque tematico bastante amplio destinado al algebra matricial.
No debemos perder de vista el hecho de que, al introducir estos métodos de calculo basados en el algebra lineal, esta-
mos suponiendo que existe linealidad en las ecuaciones del modelo. En ocasiones esta linealidad se obtiene si hacemos
estudios locales, o realizamos operaciones que nos permitan transformar nuestras ecuaciones en lineales (tomando
logaritmos, etc.). Gracias al algebra matricial podemos hallar los valores de equilibrio de las variables que intervienen
en el modelo (equilibrio estatico). Ahora bien, no hemos dicho nada sobre la forma en la que llegamos a ese punto de
equilibrio y sobre lo que ocurre por el camino.

Una vez obtenido un estado de equilibrio, el siguiente paso es la comparacion entre diferentes estados de equi-
librio que estan asociados con diferentes conjuntos de valores de parametros y de variables exogenas. Al realizar un
analisis cuantitativo estamos llevando a cabo, de forma implicita, el analisis cualitativo, ya que el signo de la variacion
de la magnitud nos dard la direccion de cambio de la misma. Nos centramos por ello en el estudio de la tasa de cambio
del valor de equilibrio de una variable enddgena con respecto al cambio en un parametro particular o variable exogena.
Por este motivo el concepto matematico de derivada introducida como tasa de variacion juega un papel primordial
en el analisis estatico comparativo del modelo. De esta forma hemos entrado en el campo del analisis matematico.
Ahora nuestras ecuaciones las consideramos mas bien como funciones y estamos interesados en estudiar su variacion
(derivadas). Debemos por tanto dar una serie de conceptos matematicos que nos permitan abordar este problema con
rigor [Sydsaeter, k.], y por ello incluimos en el programa algunas nociones relativas al estudio de funciones como son
la determinacion de sus dominios de definicion, el estudio de la continuidad -para lo cual necesitamos el calculo de
limites-, y del crecimiento y decrecimiento de la funcion, es decir, las derivadas.

De la comparacion de los distintos estados de equilibrio surge la necesidad de elegir el mas conveniente. En Eco-
nomia el criterio mas comun de eleccion de alternativas tiene como objetivo maximizar algun bien o cantidad (bene-
ficio de una empresa, utilidad del consumidor, etc.) o, por el contrario, minimizar algiin bien o cantidad (por ejemplo
el coste de produccion o el coste de un producto). Podemos catalogar estos dos tipos de problemas como problemas
de optimizacion. Para la correcta formulacion de un problema de optimizacion debemos identificar, en primer lugar,
una funcion objetivo, cuya variable dependiente represente el valor a optimizar. El objetivo sera obtener el conjunto
de valores de las variables independientes (o variables de eleccion) que nos proporcionen el optimo deseado de la
funcion objetivo.
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Una primera aproximacion, considerando funciones objetivo con una tnica variable, nos lleva al desarrollo de un
procedimiento basado en el estudio de la derivada primera para la determinacion de los extremos. El estudio del signo
de la misma nos permitira decidir si se trata de un maximo o un minimo. Para ello podemos hacer uso también de la
derivada segunda. De esta forma vemos como, a partir de la variacion en las condiciones de equilibrio establecidas en
nuestro modelo de mercado, hemos introducido los conceptos de derivacion y optimizacion. Sin embargo hemos visto
anteriormente que es mas realista considerar modelos mas generales que llevan asociados un conjunto de variables y
ecuaciones. En este tipo de problemas hemos de estudiar como afecta la variacion de cada variable al resultado final,
es decir hemos de estudiar las derivadas parciales de nuestra funcion.

En este caso también nos apoyaremos en el calculo diferencial para la optimizacion de las funciones, si bien al
trabajar con varias variables nos vemos obligados a introducir nuevos conceptos. Si nos centramos en el estudio de
funciones de dos variables es facil comprobar que, para determinar el crecimiento de nuestra funcion objetivo, lo que
debemos estudiar es el signo de la forma cuadratica que se asocia a la diferencial de la funcion. Vemos pues justificado
el estudio de los temas relacionados con la diagonalizacion de matrices, ya que nos basaremos en ello para decidir si
la correspondiente forma cuadratica es definida positiva o negativa.

Si damos un paso mas en el desarrollo de nuestro modelo econdémico vemos que, normalmente, cuando una
empresa necesita resolver un problema de optimizacion, este suele venir acompafiado de una serie de condiciones
que denominamos restricciones. Por ejemplo, nos puede interesar maximizar el beneficio de una empresa teniendo
en cuenta que por motivos de almacenamiento o de horario deben cumplirse determinadas condiciones. Los optimos
asi obtenidos se denominan 6ptimos restringidos. Las restricciones se pueden introducir en forma de igualdades o de
desigualdades.

La optimizacion restringida con condiciones de igualdad se puede llevar a cabo definiendo una nueva funcion
objetivo que obtenemos al sumar a la funcién objetivo las funciones que asociadas a las restricciones premultiplica-
das por escalares. A esta nueva funcion objetivo la optimizamos como indicamos anteriormente apoyandonos en las
formas cuadraticas. La nueva funcion construida se denomina Lagrangiana, y los escalares empleados con las restric-
ciones se denominan Multiplicadores de Lagrange.

Por otra parte, si las condiciones impuestas a nuestro problema de optimizacion vienen dadas por desigualdades
se debe aplicar un método de trabajo distinto. Es facil comprobar que en el caso de dos variables, el problema se puede
resolver mediante la representacion grafica de la region factible y de la funcion objetivo (dando distintos valores).
Cuando el problema involucra mas de dos variables, la representacion grafica no es posible. En esos casos se utiliza la
programacion matematica. Estos conceptos quedan reflejados y relacionados en el mapa de la Figura 4.
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Por el momento los problemas que hemos planteado los hemos estudiado desde un punto de vista estatico, es
decir, sin tener en cuenta la evolucion temporal de los mismos. La evolucion temporal la podemos introducir de dos
formas distintas, considerando el tiempo como una variable continua, es decir en cada instante ocurre algo distinto
a la variable, o como una variable discreta, en este caso la variable experimenta algin cambio sélo una vez en cada
periodo de tiempo considerado. Cuando se considera el tiempo como una variable continua, la derivada expresa la
variacion que se produce en nuestra funcion. Tenemos de este modo las ecuaciones diferenciales como representacion
de la evolucion temporal de nuestros problemas. Los problemas mas sencillos en este tema se resuelven simplemente
aplicando las distintas técnicas de integracion. Si vamos completando nuestro problema con derivadas sucesivas, esto
nos lleva a la utilizacion de las ecuaciones diferenciales como herramienta para resolver nuestros problemas. Por otra
parte, si consideramos el tiempo como una variable discreta, los métodos de resolucion seran distintos. En este caso
estamos ante problemas de ecuaciones recurrentes o ecuaciones en diferencias finitas.

Como vemos, en cada momento podemos ir trabajando sobre el problema econémico y, a partir del mismo, intro-
ducir las herramientas matematicas segun nos vayan siendo necesarias. Sin embargo esto no resulta operativo, pues en
ocasiones deberiamos parar el desarrollo de los contenidos econdmicos para avanzar en contenidos matematicos. Por
ello se estudian como asignaturas independientes, si bien los mapas pueden ser una valiosa ayuda a la hora de motivar
la introduccion de los distintos contenidos.
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Figura 5. Matematicas para la determinacion de los Precios de Mercado

El siguiente paso seria el desarrollo de mapas mas detallados y adecuados a cada disciplina en los que se detallen
los contenidos que se deben introducir para resolver un problema concreto y en los que se podria llegar a un mayor
desarrollo de los contenidos. El mapa al que se llega en este articulo, Figura 5, supone una aproximacion con referen-
cias a contenidos muy genéricos, si bien es posible llegar a un nivel de especificaciéon mayor. Se pueden ver mapas con
propuestas de los contenidos que se incluyen en los estudios de Economia o Administracion y Direccion de Empresas
en las universidades de la Comunidad de Madrid en [Garcia, M.C.]

3 Conclusiones

En el articulo se muestra la utilidad de los mapas conceptuales para la integracion de materias de contenidos diferen-
ciados, la cual va mas alla de ser una herramienta de adquisicién de conocimientos. Hemos visto con un ejemplo el
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importante papel que desempefian los mapas a la hora de establecer relaciones entre distintas disciplinas, como en el
caso de las Matematicas y la Economia. La primera estd destinada a servir de herramienta de soporte para el estudio
y compresion de la segunda. El enfoque que proponemos hace uso de los mapas de conceptos para mostrar como es
posible justificar los contenidos matematicos necesarios para la comprension de la Teoria Econdmica.

En este mismo sentido creemos que seria conveniente que en todas aquellas materias de estudio en las que se usan
los conocimientos adquiridos en otras disciplinas, se definieran mapas similares al presentado en el articulo. De este
modo seria posible disefar planes de estudio y de trabajo perfectamente coordinados en los que el estudiante supiera
en cada momento cual es la utilidad aplicada de los conceptos que esta estudiando.

La elaboracion de mapas como el propuesto la estamos efectuando como parte de la labor docente que llevamos
a cabo en la UNED para el desarrollo de los nuevos grados en el marco del Espacio Europeo de Educacion superior
(EEES) [Garcia, M.C.]. En las siguientes etapas hemos de desarrollar mapas que detallen, para cada unidad didactica
del temario de Matematicas en las titulaciones de Economia, ADE y similares, los conceptos matematicos que se de-
ben introducir para desarrollar los contenidos necesarios. En este sentido es posible, e inclusive recomendable desde
un punto de vista metodologico integrador, definir mapas similares entre distintas asignaturas de un mismo titulo, de
forma que en cada momento podamos visualizar en qué punto del programa vamos a necesitar recordar o ampliar con-
tenidos que no estan realmente incluidos en el programa de la asignatura objeto de estudio. De este modo podemos lle-
gar a establecer mapas que reflejen el perfil que se conseguira al finalizar el titulo que se esta estudiando, lo cual puede
permitir a los estudiantes orientar sus esfuerzos para obtener la formacién mas conveniente para la especializacion
que desea conseguir. Para llevar a cabo este trabajo es necesaria la colaboracion entre los docentes encargados de las
distintas materias, los cuales deberan realizar mapas en los que se establezcan que contenidos de otras materias son ne-
cesarios en el desarrollo de su propia materia, asi como el momento mas adecuado para que estos se vayan incluyendo.
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